TELLEN

In dit hoofdstuk kom je de volgende termen tegen: 

** tellen met terugleggen (herhalen)

** woorden maken

** faculteit (!)

** permutatie

** combinatie

** roosterdiagrammen
** tellen m.b.v een tekening, 



TELLEN MET TERUGLEGGEN 

Bij een muntstuk en een dobbelsteen heb je bij elke worp kans op dezelfde uitkomsten 

Ook bij een fruitautomaat kom je steeds dezelfde plaatjes tegen op een band.
Er is dus geen sprake van 1 knikker uit een vaas van 5 stuks halen en er dan nog maar 4 overhouden. Dit noemen we zonder terugleggen (zonder herhaling)
Bij muntsukken en dobbelstenen heb je te maken met HERHALING/TERUGLEGGEN


Muntstukken

Bij een muntstuk heb je bij 2 keer gooien  4 verschillende rijtjes.
Namelijk :

1e worp 
2e worp

Kop 

Kop

Kop 

Munt 
Munt 

Kop

Munt 

Munt

Bij 3 keer gooien met een muntstuk krijg je 8 rijtjes

KKK   

(3 keer kop)

KKM  

(2 keer kop; 1 keer munt)

KMK

(2 keer kop; 1 keer munt)

MKK

(2 keer kop; 1 keer munt)
KMM

(1 keer kop; 2 keer munt)

MKM

(1 keer kop; 2 keer munt)

MMK

(1 keer kop; 2 keer munt)

MMM

(3 keer munt)


Bij elke extra worp wordt dus het vorige aantal met 2 vermenigvuldigd.
Bij 4 keer gooien heb je 2 x 2 x 2 x 2 = 16 verschillende rijtjes.

Dobbelstenen

Bij 2 keer gooien met een dobbelsteen heb je 6 x 6 =36 verschillende uitkomsten.

Bij 3 keer gooien met een dobbelsteen heb je 63 = 216 rijtjes.


Meerkeuzevragen

Een docent geeft 5 vragen waarbij je kunt kiezen uit de antwoorden A, B, C, D (een vierkeuzetoets). Voor deze 5 vragen zijn er 4 x 4 x 4 x 4 x 4 = 1024 verschillende rijtjes mogelijk !

Codes

Voor een pincode van 4cijfers kun je steeds 10 verschillende cijfers invoeren. 
Dus zijn er 10 x 10 x 10 x 10 = 10000 verschillende pincodes.

TELLEN ZONDER TERUGLEGGEN 

Woorden maken​

Hoeveel woorden (onzinwoorden mogen ook) kun je maken van het woord KNOL waarbij je elke letter maar 1 keer mag gebruiken?

1e letter
2e letter
3e letter
4e letter
Keuze uit
     4         x           3         x           2         x          1          = 24 woorden

KNOL

LONK

ONKL

NOKL

KNLO

LOKN

ONLK

NOLK

KONL

LKNO

OKLN

NKLO

KOLN

LKON

OKNL

NK….

KLON

LNKO

OLKN

N……

KLNO

LNOK

OLNK

N……

Hoeveel woorden kun je maken van BUS ?

Simpel,   3 x 2 x 1 = 6   En wel BUS , BSU, USB, UBS, SBU, SUB

We noteren dit nu als 3! (faculteit)

Faculteit

Faculteit geeft dus het aantal mogelijkheden aan waarop je n elementen kunt rangschikken.

Op hoeveel manieren kun je 5 verschillende boeken rangschikken op een boekenplank?

Antwoord: 5! = 120   [typ in 5 MATH  PRB en !  ]


De 11 AZ-spelers  kunnen in 11! = 39916800 verschillende volgordes het veld op lopen.


Zes boterhammen kun je in 6! = 720 verschillende volgordes opeten.

Leer een beetje uit je hoofd:

2! = 2

3! = 6

4! = 24

5! = 120




Permutatie

Stel ik heb 6 boterhammen en ik wil er in de eerste pauze 2 opeten. 
Voor de eerste  boterham heb ik keuze uit 6 en voor de tweede keuze uit 5.
Er zijn dus 6 x 5 = 30 verschillende menu’s mogelijk

We noemen dit een permutatie (rangschikking) van 2 uit 6

Ik heb 5  verschillende boeken en ik leg er hier 3 van op de boekenplank.
Dan heb ik 5 x 4 x 3 = 60 mogelijke volgordes.

Ik Dit is een permutatie (rangschikking) van 3 uit 5

Beiden kun je ook berekenen m.b.v  nPr  toets

In onze voorbeelden    6 nPr 2     en  5 nPr 3   [typ in 5 MATH  PRB en nPr   3 ]


Let goed op dat de volgorde in de 2 boterhammen en 3 boeken belangrijk is.
Eerst hagelslag en daarna pindakaas is iets anders dan eerst pindakaas en later hagelslag.

Permutatie geeft dus het aantal mogelijkheden aan waarop je x uit n elementen kunt rangschikken, waarbij de volgorde van belang is.
Met andere woorden:  Een greep van een grote verzameling, waarbij de volgorde in je greep belangrijk is.

Ik stuur uit een klas van 20 leerlingen er 3 weg, waarbij de eerste een feest moet organiseren, de tweede mijn auto moet wassen en de derde mijn autobanden moet oppompen.

Dit kan op: 20 nPr 3   manieren.

Voorbeeldopgaven:
Je moet van de lokaaldeuren 1 t/m 10 drie deuren verven.

Eén deur rood, één een deur wit en één  deur blauw.

Op hoeveel manieren kan dit?

Je hebt 5 verschillend belegde boterhammen mee naar school genomen. In de eerste pauze kies je er 2 uit. Hoeveel verschillende menu’s kun je maken?

Uit een groep van 15 leerlingen krijgen de 4 besten een prijs. De eerste prijs is €50. De tweede € 20 ,de derde prijs €10,-. En de vierde €5,- Hoeveel verschillende volgordes zijn er?

Combinatie


Stel ik 3 leerlingen uit een groep van 20 kies waarbij ze alle 3 mijn auto moeten wassen, dan is dit geen permutatie. Het maakt niets uit of je als 1e, 2e of als 3e wordt gekozen. Je zit immers in de groep. Dus als ik eerst Anton, daarna Bas en dan Charlotte kies, is dat dezelfde groep als eerst Charlotte, dan Anton en daarna Bas.

Als je 3 verschillende taken meegeeft (of 3 verschillende prijzen hebt) is de volgorde wel van belang. Maar in dit verhaal niet.

We noemen dit een Combinatie

Dus de volgordes 

ABC

ACB

BAC

BCA

CAB

CBA

Mogen maar voor 1 keer ( 1groepje) worden meegeteld, terwijl deze 6 (3!) verschillende volgordes heeft. Maar volgordes zijn hier niet van belang.
Als Daan ook in die groep van 20 leerlingen zit, betekent dit dat ABD en ander groepje is, een andere combinatie.
Je kunt nu 

20 * 19 * 18 

       3!

=   ……   combinaties (groepjes) maken.

Je kunt dit ook uitrekenen m.b.v 

20 nCr 3   [typ in 20 MATH  PRB en nCr   3 ]

Voorbeeldopgaven:
Je moet van de lokaaldeuren 1 t/m 10 drie deuren verven.Alle drie moeten rood geschilderd worden. Hoeveel groepjes kun je maken?
 

Je hebt 5 verschillend belegde boterhammen mee naar school genomen. In de eerste pauze kies je er 2 uit. Hoeveel verschillende combinaties kun je maken?

Uit een groep van 15 leerlingen krijgen de 4 besten een prijs. Elke prijswinnaar krijgt €50. 
Hoeveel mogelijkheden zijn er om de prijzen uit te delen?






 HYPERLINK "http://www.wiswijzer.nl/pagina.asp?nummer=986" \l "onder" 


 HYPERLINK "http://www.wiswijzer.nl/pagina.asp?Nummer=54" 


 HYPERLINK "http://www.wiswijzer.nl/pagina_uitvouwen.asp?Nummer=223" 

Roosterdiagrammen

Als je bij een telprobleem steeds een keuze gemaakt moet worden uit twee alternatieven, dan ontstaat er een zeer regelmatig wegendiagram. We noemen zo'n wegendiagram een roosterdiagram. Het ziet er uit als roosterpapier. 

Voorbeelden van een keuze tussen twee alternatieven (binaire code): 

· jongen/meisje 

· winnen/verliezen 

· noord/oost 

· kop/munt

Voorbeeldopgave

Een gezin heeft 5 kinderen. Op hoeveel verschillende manieren kan het gezin zijn samengesteld? 

Dit kan op 25 = 32 manieren.
Als je niet op de volgorde let, zijn er 6 verschillende samenstellingen mogelijk. 


[image: image1.png]




Elk volgend getal kun je uitrekenen door de getallen waar je vandaan kan komt op te tellen. Als je naar rechts gaat is het een meisje en als je naar boven gaat is het een jongen. 

Voorbeeldopgave

Bij een voetbalwedstrijd was 1-1 de ruststand, en de eindstand was 4-3. Hoeveel verschillende wedstrijdverlopen zijn er mogelijk? 

Hieronder zie je alle mogelijke spelverlopen in een roosterdiagram. Je kunt daarin zien hoe je van (0,0) naar (4,3) kan komen met een ruststand van (1,1). De rode getallen geven het aantal doelpunten weer en de blauwe getallen het aantal manieren om in een bepaald punt te komen. 
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Het antwoord is dus 20. 

Dit kan je ook uitrekenen. De punten in zo'n roosterdiagram komen overeen met het aantal combinaties. In dit voorbeeld: 
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Kijk even goed waar de 5 boven 2 (en 5 boven 3) vandaag komt. Je hebt van (1,1) naar (3,4) in totaal 5 stappen, hierbij kies je 2 keer voor uit en 3 keer voor thuis! 

Voorbeeldopgave

Hieronder zie je een roosterdiagram. Hoeveel kortste routes zijn er van P naar Q? 
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..en dat is dan een kwestie van tellen! Kijk maar eens goed: 
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TELLEN MET BEHULP VAN EEN TEKENING

Soms kun je een probleem alleen maar oplossen door een schets of een tekening te maken.

Voorbeeldopgave

Op een bord met negen vakjes moet je 2 knikkers leggen in verschillende waarbij  de 2 knikkers niet horizontaal en niet verticaal in dezelfde rij terechtkomen. 


	1
	2
	3

	4
	5
	6

	7
	8
	9


Hoeveel verschillende mogelijkheden zijn er?


Antwoord:

Stel je legt de eerste knikker in vakje 1. Voor de tweede knikker blijven dan vakjes 5,6,8 en 9 over.Dus 4 mogelijkheden  Dit zijn dus de combinaties: 1,5   1,6   1,8   1,9 

	1
	2
	3

	4
	5
	6

	7
	8
	9


Stel je legt de eerste knikker in vakje 2. Voor de tweede knikker blijven dan vakjes 4,6,7 en 9 over.Dus weer 4 mogelijkheden  Dit zijn dus de combinaties: 2,4   2,7   2,6   2,9

	1
	2
	3

	4
	5
	6

	7
	8
	9


Stel je legt de eerste knikker in vakje 3 Voor de tweede knikker blijven dan vakjes 4,5,7 en 8 over. Dus weer 4 mogelijkheden  Dit zijn dus de combinaties: 3,4  3,5  3,7  3,8

	1
	2
	3

	4
	5
	6

	7
	8
	9


Stel je legt de eerste knikker in vakje 4. Voor de tweede knikker blijven nu nog maar vakjes 8 en 9 over. Dus maar 2 mogelijkheden  Dit zijn dus de combinaties: 4,8 en 4,9 .
Let op dat je de combinatie  4,1 al hebt gehad bij 1,4

	1
	2
	3

	4
	5
	6

	7
	8
	9


Dit geldt dus ook als je de eerste knikker in vakjes 5 legt. De tweede knikker kan dan alleen nog maar in 7 en 9. En als je de eerst in vakje 6 legt, kan de tweede alleen nog maar in 7 en 8.

In totaal heb je dus : 4 + 4 + 4 + 2 + 2 + 2 = 18 mogelijkheden
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