Havo 5 Normaal verdeling wiskunde A1,2 en B1


DE STANDAARD NORMAAL VERDELING

Als je cijfers haalt op school krijg je een gemiddelde op je rapport, bijvoorbeeld  een 8.
Maar je hebt natuurlijk niet altijd een 8 gehaald. De ene keer hoger, de andere keer lager. Er zit dus een variatie in je cijfers. 
Hiervoor gebruik we het begrip: 
standaardafwijking (of  standaarddeviatie). 
Dit is getal dat je gemiddelde afwijking aangeeft t.o.v het gemiddelde. 

Pakken suiker worden gevuld met een gemiddelde van bijvoorbeeld 1000 g . 

Maar niet elk pak is precies 1000g. Er is een percentage dat meer weegt dan 1000g en een percentage dat zelfs minder dan bijvoorbeeld 980 gram weegt. De machine ‘strooit’ dus met de suiker en de maat die we hierbij nemen, verstrooiingsmaat is zogenaamd  de standaarddeviatie. 

Zetten we deze gewichten in een grafiek dan krijgen we een klokvormige kromme.
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In het midden ligt het gemiddelde en we geven dit aan met de letter μ (spreek uit ‘mu’)
De standaarddeviatie (s.d) geven we aan met de letter σ (spreek uit ‘sigma’ )

Terug naar ons voorbeeld met de pakken suiker.

Stel dat het vulgemiddelde μ gelijk is aan 1000 g 
en de standaarddeviatie (s.d.) (verstrooiingsmaat) gelijk is aan 10 g . 

Dan weten we dat 50% van de pakken onder het gemiddelde ligt. En 50 % erboven 

Dit hebben we getekend in de volgende grafiek waarbij het gebied onder het gemiddelde μ dan 50% is.
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Een gebied boven de 1020 g is hieronder aangegeven. 
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Dit gebied is ongeveer 2,3 %. En zo’n percentage kun je heel gemakkelijk berekenen. 

Daarvoor gebruiken we een z-score die ook onder grafieken staat aangegeven.

Deze z- score is 0 bij het gemiddelde μ. 
Bij een gewicht van 1020 g is de z-score gelijk aan 2. 

De waarde 1020 ligt namelijk precies 2 keer de s.d. ( 2 * 10g) boven het gemiddelde μ .
Bij een z-score van –2 hoort het gewicht (X-waarde) van 1000 – 2* 10 = 980 g .
De z-score geeft dus aan: ‘zoveel keer de s.d boven of onder het gemiddelde μ .

Bij een z-score van 1 hoort dus een gewicht van 1000 + 1*10 = 1010 g .

Als de gemiddelde lengte van de jongens in een klas 168 cm is en de s.d. is 8 cm dan hebben we de volgende waardes X  bij de volgende z-scores.

z = 1

X = 168 + 1* 8 = 176 cm
z = 1,5 
X = 168 + 1,5* 8 = 180 cm
z = 2

X = 184 cm

z = -3

X = 168 – 3*8 = 144 cm

z = -1,5
X = …….

Andersom kun je bij een bepaalde waarde de z-score berekenen.

bij X = 172 cm is de ‘afwijking naar boven ‘  4 cm ( 172 – 168 cm = 4 cm oftewel X – μ = 4 cm )  En 4 cm is de helft van de s.d (σ) dus de z- score is 0,5 .

Je berekent dus de z-score als volgt






X - μ
z- score   = 
   σ

Ga dan het volgende rijtje na:

X = 192
z = 3
X = 188
z = 2,5X= 150
z = -2,25 
X= 140
z = ….

X = 147
z = ….
X = 181
z = 1,63












Opzoeken van de percentages in een tabel:

Hieronder staan allemaal percentages, oftewel kansen of te wel oppervlaktes.


Kijk eerst in de linkse kolom en zoek daarna de tweede decimaal.
Hieronder staat aangegeven z=1,28 want de 8 is de tweede decimaal.
De oppervlakte die hierbij hoort is nu 0.8997. Oftewel 89,97%

Let op:

In de tabel staat altijd de oppervlakte aan de linkerkant van de z ( oftewel de X-waarde die hierbij hoort)


	Cumulatieve kansen bij de standaardnormale verdeling
	
	
	
	
	

	
	tweede decimaal

	
	a
	0,00
	0,01
	0,02
	0,03
	0,04
	0,05
	0,06
	0,07
	0,08
	0,09

	eerste decimaal
	0,0
	0,5000
	0,5040
	0,5080
	0,5120
	0,5160
	0,5199
	0,5239
	0,5279
	0,5319
	0,5359

	
	0,1
	0,5398
	0,5438
	0,5478
	0,5517
	0,5557
	0,5596
	0,5636
	0,5675
	0,5714
	0,5753

	
	0,2
	0,5793
	0,5832
	0,5871
	0,5910
	0,5948
	0,5987
	0,6026
	0,6064
	0,6103
	0,6141

	
	0,3
	0,6179
	0,6217
	0,6255
	0,6293
	0,6331
	0,6368
	0,6406
	0,6443
	0,6480
	0,6517

	
	0,4
	0,6554
	0,6591
	0,6628
	0,6664
	0,6700
	0,6736
	0,6772
	0,6808
	0,6844
	0,6879

	
	0,5
	0,6915
	0,6950
	0,6985
	0,7019
	0,7054
	0,7088
	0,7123
	0,7157
	0,7190
	0,7224

	
	0,6
	0,7257
	0,7291
	0,7324
	0,7357
	0,7389
	0,7422
	0,7454
	0,7486
	0,7517
	0,7549

	
	0,7
	0,7580
	0,7611
	0,7642
	0,7673
	0,7704
	0,7734
	0,7764
	0,7794
	0,7823
	0,7852

	
	0,8
	0,7881
	0,7910
	0,7939
	0,7967
	0,7995
	0,8023
	0,8051
	0,8078
	0,8106
	0,8133

	
	0,9
	0,8159
	0,8186
	0,8212
	0,8238
	0,8264
	0,8289
	0,8315
	0,8340
	0,8365
	0,8389

	
	1,0
	0,8413
	0,8438
	0,8461
	0,8485
	0,8508
	0,8531
	0,8554
	0,8577
	0,8599
	0,8621

	
	1,1
	0,8643
	0,8665
	0,8686
	0,8708
	0,8729
	0,8749
	0,8770
	0,8790
	0,8810
	0,8830

	
	1,2
	0,8849
	0,8869
	0,8888
	0,8907
	0,8925
	0,8944
	0,8962
	0,8980
	0,8997
	0,9015

	
	1,3
	0,9032
	0,9049
	0,9066
	0,9082
	0,9099
	0,9115
	0,9131
	0,9147
	0,9162
	0,9177

	
	1,4
	0,9192
	0,9207
	0,9222
	0,9236
	0,9251
	0,9265
	0,9279
	0,9292
	0,9306
	0,9319

	
	1,5
	0,9332
	0,9345
	0,9357
	0,9370
	0,9382
	0,9394
	0,9406
	0,9418
	0,9429
	0,9441

	
	1,6
	0,9452
	0,9463
	0,9474
	0,9484
	0,9495
	0,9505
	0,9515
	0,9525
	0,9535
	0,9545

	
	1,7
	0,9554
	0,9564
	0,9573
	0,9582
	0,9591
	0,9599
	0,9608
	0,9616
	0,9625
	0,9633

	
	1,8
	0,9641
	0,9649
	0,9656
	0,9664
	0,9671
	0,9678
	0,9686
	0,9693
	0,9699
	0,9706

	
	1,9
	0,9713
	0,9719
	0,9726
	0,9732
	0,9738
	0,9744
	0,9750
	0,9756
	0,9761
	0,9767

	
	2,0
	0,9772
	0,9778
	0,9783
	0,9788
	0,9793
	0,9798
	0,9803
	0,9808
	0,9812
	0,9817

	
	2,1
	0,9821
	0,9826
	0,9830
	0,9834
	0,9838
	0,9842
	0,9846
	0,9850
	0,9854
	0,9857

	
	2,2
	0,9861
	0,9864
	0,9868
	0,9871
	0,9875
	0,9878
	0,9881
	0,9884
	0,9887
	0,9890

	
	2,3
	0,9893
	0,9896
	0,9898
	0,9901
	0,9904
	0,9906
	0,9909
	0,9911
	0,9913
	0,9916

	
	2,4
	0,9918
	0,9920
	0,9922
	0,9925
	0,9927
	0,9929
	0,9931
	0,9932
	0,9934
	0,9936

	
	2,5
	0,9938
	0,9940
	0,9941
	0,9943
	0,9945
	0,9946
	0,9948
	0,9949
	0,9951
	0,9952

	
	2,6
	0,9953
	0,9955
	0,9956
	0,9957
	0,9959
	0,9960
	0,9961
	0,9962
	0,9963
	0,9964

	
	2,7
	0,9965
	0,9966
	0,9967
	0,9968
	0,9969
	0,9970
	0,9971
	0,9972
	0,9973
	0,9974

	
	2,8
	0,9974
	0,9975
	0,9976
	0,9977
	0,9977
	0,9978
	0,9979
	0,9979
	0,9980
	0,9981

	
	2,9
	0,9981
	0,9982
	0,9982
	0,9983
	0,9984
	0,9984
	0,9985
	0,9985
	0,9986
	0,9986

	
	3,0
	0,9987
	0,9987
	0,9987
	0,9988
	0,9988
	0,9989
	0,9989
	0,9989
	0,9990
	0,9990

	
	3,1
	0,9990
	0,9991
	0,9991
	0,9991
	0,9992
	0,9992
	0,9992
	0,9992
	0,9993
	0,9993

	
	3,2
	0,9993
	0,9993
	0,9994
	0,9994
	0,9994
	0,9994
	0,9994
	0,9995
	0,9995
	0,9995

	
	3,3
	0,9995
	0,9995
	0,9995
	0,9996
	0,9996
	0,9996
	0,9996
	0,9996
	0,9996
	0,9997

	
	3,4
	0,9997
	0,9997
	0,9997
	0,9997
	0,9997
	0,9997
	0,9997
	0,9997
	0,9997
	0,9998
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In een grafiek ziet dit er dan als volgt uit.
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Mocht je de oppervlakte rechts van z=1,28 willen hebben, dan trek je de linkeroppervlakte, het getal uit de tabel, van de 100% af.
De oppervlakte rechts van  z = 1,28  is dus 100% - 89,97% = 10,03%


Bij een strook (in het midden) trek je 2 linker grenzen van elkaar af.

Zo komen we tot de volgende soorten opgaven





Oefenopgaven Wiskunde A1,2 en B1




Normaal Verdeling

A. Oppervlakte opzoeken.

1) Tijdens een test is het gemiddelde gelijk aan 68 pt. De standaardafwijking is 12 pt.

Bereken het percentage dat:

a) Minder scoort dan 50 pt.

b) Meer scoort dan 81 pt

c) Tussen de 60 en 70 in scoort

2) De toegestane lengte voor stewardessen ligt tussen de 170 en 186 cm. De 

gemiddelde lengte van vrouwen op deze leeftijden is gelijk aan 172 cm. 

De s.d.  is 8 cm Bereken het percentage dat:

a) Te lang is.

b) Toegelaten wordt voor de opleiding.

3) De gemiddelde afstand bij kogelstoten van 520 leerlingen is 16,4 m. De sd.= 1,8 Bereken hoeveel leerlingen tussen de 15m en 17m gooit. 

B. Waarde ( gemiddelde, grenswaarde of standaardafwijking) berekenen

4) De lampen van verkeerslichten hebben een levensduur van gemiddeld 3600 uur.

De s.d. is 200 uur. De technische dienst vervangt alle lampen op het moment dat 

5% van de lampen kapot is

a) Na hoeveel branduren zal dit zijn?

Een deskundige stelt voor om alle lampen pas te vervangen als er 8% defect zijn.

b) Hoeveel uur later is dit dan bij vraag a?

5) De IQ test is normaal verdeeld en de gemiddelde score is per definitie 100 pt. 

Van een groep scoort 13% meer dan 120 pt 

a) Berekend de s.d

b) Bereken welke score je minimaal moet halen om bij de 2% zeer begaafde leerlingen te behoren.

6) Bij een vulmachine van pakken suiker kun je het gemiddelde instellen. De verstrooiingsmaat (s.d) ligt vaak vast. Voor deze machine is deze 24 gram. De fabriek wil dat slechts 35% onder het gewicht dat op het pak staat aangegeven (1kg =1000g) gevuld wordt.

a) Op welk gemiddelde wordt de vulmachine ingesteld?

b) Vanaf welke gewichten zit je bij de 10% minst gevulde pakken?

Antwoorden

[image: image5.png]


1)     a)  
De z-score is :

 
      50-68

z =   12    = -1,5

 

Oppervlakte links = 0,0668



[image: image6.wmf] 

         b) 







De z-score is


      81-68

z =   12    = 1,08

 

          Oppervlakte links = 0,8599

Oppervlakte rechts = 0,1401
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        c)    z (van linker) = -0,67

oppervlakte links = 0,2514

          z ( van rechter) = 0,17
oppervlakte links = 0,5675

 

 oppervlakte strook =

 0,5675 – 0,2514 = 0,3161 
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2)              z ( van rechter) = 1,75
                                         oppervlakte links = 0,9599

oppervlakte rechts = 0,0401
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2b) 







z (van linker) = -0,25

oppervlakte links = 0,4013

          z ( van rechter) = 1,75
oppervlakte links = 0,9599

 

 oppervlakte strook =

0,9599– 0,4013= 0,5586 
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3) 







z (van linker) = -0,78

oppervlakte links = 0,2177

          z ( van rechter) = 0,33 
oppervlakte links = 0,6293

 

 oppervlakte strook =

      0,6293– 0,2177= 0,4116

    Dus 41,16 % van 520 = 214
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4) 
Oppervlakte links = 0,05
Hierbij hoort z = -1,64 (of –1,65)

       Afwijking = -1,64 * 200 = -329

   Dus X = 3600 – 329 = 3271


    Bij 8%

Oppervlakte links = 0,08
Hierbij hoort z = -1,41        Afwijking = -1,41 * 200 = -282

   Dus X = 3600 – 282 = 3318
   Dus dat scheelt 53 uur
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5) Oppervlakte rechts  = 0,13 Oppervlakte links = 0,87
Hierbij hoort z = 1,13       Afwijking = 120 –100 = 20
   1,13 * sd = 20 

   Dus sd = 20 : 1,13 17,7


    Oppervlakte rechts  = 0,02 Oppervlakte links = 0,98
Hierbij hoort z = 2,05       Afwijking = 2,05* 17,7 = 36,3

            Grenswaarde X is dus 100 + 36,3 = 136 pt.
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6) Oppervlakte links = 0,35
Hierbij hoort z = -0,39       Afwijking = -,39 * 24 = -9,36
   Gem. = 1000 + 9,36 = 1009,4

Oppervlakte links = 0,10
Hierbij hoort z = -1,28       Afwijking = -1,28* 24 = 30,72        Grenswaarde X is 
dus 1009,4 -  30,72 = 978 pt.

De opgaven kun je ook berekenen met normalcdf en invnorm
Gebruik dan normalcdf (linkergrens, rechtergrens, gemiddelde, s.d)
Deze vind je onder 2nd VARS en dan keuze 2 gevolgd door ENTER
Daaronder staat Invnorm voor het berekenen van de grenswaarde
Gebruik dan invnorm (oppervl. , gemiddelde , sd)


1) a) Neem voor de linkergrens een getal ver van het gemiddelde, bijvoorbeeld 0.
        normalcdf ( 0 , 50 , 68 , 12 ) = 0,0668

    b) Neem voor de rechtergrens een getal ver van het gem. bijvoorbeeld 400 .

        normalcdf ( 81 , 400 , 68 , 12 ) = 0,1393 (afrondingsfouten mogen!)

    c) normalcdf ( 60 , 70 , 68 , 12 ) = 0,3137

2) a) Neem voor de rechtergrens een getal ver van het gem. bijvoorbeeld 400 .

        normalcdf ( 186 , 400 , 172 , 8 ) = 0,0401 

    b) normalcdf ( 170 , 186 , 172 , 8 ) = 0,5586

3)  normalcdf ( 15 , 17 , 16.4 , 1.8 ) = 0,4122 
Dus 41,22% van 520 leerl.


4) invnorm ( 0.05 , 3600 , 200 ) = 3271 uur

    invnorm ( 0.08 , 3600 , 200 ) = 3319 uur


Oefenopgaven Wiskunde A1,2



Normaal Verdeling Versie 2

A. Oppervlakte opzoeken.

2) Tijdens een test is het gemiddelde gelijk aan 64 pt. De standaardafwijking is 10 pt.

Bereken het percentage dat:

c) Minder scoort dan 50 pt.

d) Meer scoort dan 81 pt

e) Tussen de 60 en 70 in scoort

7) De toegestane lengte voor piloten ligt tussen de 172 en 192 cm. De 

gemiddelde lengte van mannen op deze leeftijden is gelijk aan 181 cm. 

De s.d.  is 8 cm Bereken het percentage dat:

a) Te lang is.

b) Toegelaten wordt voor de opleiding.

8) De gemiddelde afstand bij kogelstoten van 520 leerlingen is 16,4 m. De sd.= 1,8 Bereken hoeveel leerlingen tussen de 15m en 17m gooit. 

B. Waarde ( gemiddelde, grenswaarde of standaardafwijking) berekenen

9) De lampen van straatlampen hebben een levensduur van gemiddeld 5400 uur.

De s.d. is 280 uur. De technische dienst vervangt alle lampen op het moment dat 

35% van de lampen kapot is

c) Na hoeveel branduren zal dit zijn?

10) De IQ test is normaal verdeeld en de gemiddelde score is per definitie 100 pt. 

Van een groep scoort 14% meer dan 118 pt 

a) Berekend de s.d

11) Bij een vulmachine van pakken koffie kun je het gemiddelde instellen. De verstrooiingsmaat (s.d) ligt vaak vast. Voor deze machine is deze 32 gram. De fabriek wil dat slechts 25% onder het gewicht dat op het pak staat aangegeven (1kg =1000g) gevuld wordt.

a) Op welk gemiddelde wordt de vulmachine ingesteld?

b) Vanaf welke gewichten zit je bij de 10% minst gevulde pakken?

Soorten Opgaven��I	Oppervlakte (of percentages)  berekenen��   A. 	linker oppervlakte


   B	rechter oppervlakte


   C	oppervlakte van een strook��II	Waarde berekenen als je de oppervlakte (of het percentage) weet.��   A	de grenswaarde 		X


   B	het gemiddelde 		μ


   C	de standaardafwijking (s.d)  	σ
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P.Baas Berger Scholengemeenschap
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